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1 イントロダクション
私は, 2000年の春の日本数学会年会の企画特別講演として 「ラグランジュル




ところで,  2000年の講演アブスラクトには私は次のように記している :











果をサーベイしたのだった.いまなら,“ルネ トムが 「カタストロフ理論」 を提唱
してから  50年あまりの月日が経った” となるのだろうか.
それ以前に,泉屋周一さんが応用特異点を提唱し [21] を上梓し,また,数年後,私




今回は,専門書 [21] や論説 [8] を踏まえ,その後の関連する研究の進展の一部を概
説する.なお,専門書 [20] も関連する内容を扱っている.



















れる.状態空間  B と時間軸  T の直積にカタストロフ集合  Kが与えられているとする.
このとき静的モデルは,各  x\in W\backslash K (正則点) に対して,  W=B\cross T と内部変数  U
との直積上の関数  G:W\cross Uarrow\Gamma で与えられる.ここで  \Gamma=\mathbb{R} または  \mathbb{C} である.こ
のとき,関数  G  (x, \cdot ) :   Uarrow\Gamma が定まる.代謝モデルでは,各  x\in W\backslash K に対して  U 上
の  x に依存するベクトル場  X(x) と力学系  (U,X(x)) のアトラクタ  c(x) で与えらえる.
さらに,通常カタストロフ (カタストロフ集合が半解析的,あるいは劣解析的) と本
質的カタストロフの概念が導入される.静的モデルの解説に,波面(wave front) が取








ロジー」 , 第9章「発生学における局所モデル」 , 第1 0章「生物のための全体的モ
デル (後生動物)」 , 第1 1章「微細構造におけるモデル」,第1 2章「生物学におけ











































ルネ トムは著書 「構造安定性と形態形成」  [25] により,トムソンの 「生物の形」
を数学的に説明しようとした.このいわゆる 「カタストロフ理論」 は,関数の特異点
の開折 (unfolding) の理論を基礎とし,生物の発生,形態形成の理論に適用された.す

























































Euclid 幾何学で局所的に平面と等長的な曲面を可展面 (developable surface) と呼ぶ.
その重要な例として接線曲面(tangent surface, tangent developable) がある.空間曲線
の接線の作る線織面である.接線曲面は特異点を持つ  ([4][10]) .
接線曲面の特異性は,曲線の型 (type) とよばれる射影不変量によって記述される.
 l\subset \mathbb{R} を開区間とする.射影構造が与えられた多様体上の曲線  \gamma:Iarrow M を考える.曲
線  \gamma が  t_{0}\in I で有限型 (of finite type) であるとは,  \gamma(t_{0}) を中心とする  M上の局所射影
座標系  (x_{1},x_{2},  \ldots ,xのと  t_{0} を中心とする  I の局所座標系  t および狭義単調増大する自
然数列  1\leq a_{1}<a_{2}<  <a_{m} が存在して,  \gamma が次の局所表示を持つときに言う :
 x_{1}(t)=t^{a_{1}}+o(t^{a_{1}}) , x_{2}(t)=t^{a_{2}}+o(t^{a_{2}}) , x_{m}(t)=t^
{a_{m}}+o(t^{a_{m}}) .
曲線  \gamma が  t_{0}\in I で有限型であるとき,  a_{1},a_{2},  \ldots,a_{m} . は一意的に定まる (射影座標系の
取り方に依らない) . このとき,  \gamma は  t_{0} で型  a=(a_{1},a_{2}, a_{m}) を持つと言う.すべ
ての点  t_{0}\in l で有限型のとき,  \gamma は有限型であると言う.
 E\mathbb{X}ample 5 .1 空間曲線  \gamma:larrow M^{3} が  t_{0} で型  a= (  a_{1} ,a2,  a_{3} ) を持つとする.  \gamma の接線曲
面は,  a=(1,2,3) のときカスプ縁,(2,3,4) のとき燕尾形 (swallowtail), (1,3,4) のと
きMond 曲面である.これらはフロント,すなわち,  PT^{*}(\mathbb{R}P^{3}) への Legendre 持ち
上げが Legendre はめ込みとなる.(1, 2, 4) のとき,接線曲面は,閉じた笠となる.閉
じた笠は Legendre 持ち上げ自体が特異点を持つ特異 Legendre 部分多様体となる.
図1: 左から,カスプ縁,燕尾,Mond 曲面,閉じた笠
有限型曲線  \gamma:larrow M^{m} について,各点で接触超平面が定まる.有限型曲線  \gamma:1arrow \mathbb{R}P^{m}
に沿って接触平面の作る双対射影空間  \mathbb{R}P^{m*} における曲線,  \gamma^{*}:Iarrow \mathbb{R}P^{m*} を  \gamma の双
対曲線 (dual curve) と呼ぶ.このとき  \gamma^{*} も有限型となり,双対定理  \gamma^{**}=\gamma が成り
立つ.また,双対公式 (Amold, Scherbak) が成り立つ : 曲線  \gamma の  t=t_{0} における型が
 a=(a_{1},a_{2},  \ldots,aののとき,  \gamma^{*} の型は
 b=  (b_{1} , b_{2} , b_{m-{\imath}} , b_{m})= (  a_{m}-a_{m-1} ,  a_{m}-a_{m-2} , ,  a_{m}-  aı,  a_{m} )
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で与えられる.空間曲線  \gamma:(\mathbb{R},0)arrow \mathbb{R}P^{3} の接線曲面は,  \gamma^{*} の接触平面の作る軌跡
(  \gamma^{*} の双対曲面) となり,  \gamma^{*}:(\mathbb{R},0)arrow \mathbb{R}P^{3*} の接線曲面は ,  \gamma の接触平面の作る軌跡
(  \gamma の双対曲面) となる.したがって,接線曲面の双対性の観点から見ると,カスプ縁
は射影自己双対,燕尾と閉じた笠は射影双対,Mond 曲面は射影自己双対であると言
える.ここでは,射影幾何の枠組みで双対性を説明しているが,球面幾何では,‘射
影直線’ は大円に対応し,射影双対性は ‘大円織面’ の特異性に関する球面双対性とし
て出現し,球面幾何における固有の不変量により特異点が特徴付けられる.
接線曲面の特異性の分類問題は,Euclid 空間における境界付き曲面の可展面による
拡張問題にも応用されている ([5]). その際 Frenet‐Serret 枠付き曲線の接線曲面の特






 V=\mathbb{R}^{2,3} を指標が (2, 3) の不定値計量ベクトル空間とする.その計量を (  | ) と記
す.部分空間  W\subset V がナルであるとは,任意の  u,v\in W について,  (u|v)=0 のとき
に言う.ナル旗多様体  Z=\mathscr{F}_{1,2}^{nu}(V)  := {  V_{1}\subset V_{2}\subset V|V_{2}ナル空間,  \dim(V_{i})=i,  i=1,2}
を考える.  \dim \mathscr{F}_{{\imath},2}^{nu11}(V)=4 である.








Xは (1, 2) 型の非定値共形構造を持つ.零錐(null cone) 留  \subset TX は  x=V_{1}\in X に
ついて,  \mathscr{C}_{x}:= Tangent  Cone_{x}(\pi_{2}\pi_{1}^{-1}\pi_{1}\pi_{2}^{-1}(x)) で定まる.ただし,  \pi_{2}\pi_{1}^{-1}\pi_{1}\pi_{2}^{-1}(x)=
 \{x^{I}\in X|(\sqrt{}|x)=0\} である.
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ナル旗多様体  Z=\mathscr{F}_{1,2}^{\angle nu11}(V) はEngel 構造  \mathscr{E}\subset T\mathscr{F}_{1,2}^{nu11}(V) を持つ :  (V_{1},V_{2})\in \mathscr{F}_{1,2}^{nu{\imath} 1}(V)
について,




 = Ker(\pi_{1})_{*}\oplus Ker(\pi_{2})_{*}
である.その導来系 (defived system)  \mathscr{E}^{2}:=\mathscr{E}+[\mathscr{E},\mathscr{E}] は,接触構造9の引き戻し  \pi_{1}^{*}9
に等しい.
 I\subset \mathbb{R} を開区間とする.曲線  f :  Iarrow(Z,8) がEngel 積分曲線とはみ  (T1)\subset 8(\subset TZ)
のときに言う.曲線  g:Iarrow(Y, \mathscr{D}) がLegendre 曲線とは  g_{*}(Tl)\subset \mathscr{D}(\subset TY) であり,
 h :  Iarrow(X,\mathscr{C}) がナル曲線とは  h_{*}(T1)\subset \mathscr{C}(\subset TX) のときに言う.
 f :  Iarrow(Z,\mathscr{E}) がEngel 積分曲線ならば,  \pi_{1^{0}}f :  larrow(Y, \mathscr{D}) はLegendre 曲線であり,
 \pi_{2}\circ f:larrow(X,\mathscr{C}) はナノレ曲線である.  f:larrow(Z, \mathscr{E}) をEngel 積分曲線とし,  \pi_{1^{0}}f
と  \pi_{2^{\circ}}f がともに有限型曲線とする.  Y 内の曲線  \pi_{1}\circ f とX内の曲線  \pi_{2}\circ f それぞれ
に接線曲面が定まる.このとき  \pi_{1}(\pi_{2}^{-1}(\pi_{2}(f(I)))) は曲線  \pi_{1}(f(l)) の接線曲面となり,
 \pi_{2}(\pi_{1}^{-1}(\pi_{1}(f(1)))) は曲線  \pi_{2}(f(I)) の接線曲面となる.
Engel 積分曲線のジェット空間  J_{\mathscr{E}}^{r}(l,\mathscr{F}_{{\imath},2}^{nu}u) が定義できて,各  a ,わに対し,十分大き
な  r を取り,
 \Sigma_{\pi_{1},a}  := {  j^{r}f(t_{0})\in J_{g}^{r}(I,\mathscr{F}_{1,2}^{nu11})|\pi_{1}of:larrow P(V) の型が  a}
 \Sigma_{\pi_{2},b}  := {  j^{r}f(t_{0})\in J_{\mathscr{E}}^{r}(I,\mathscr{F}_{1,2}^{nu11})|\pi_{2}of :  Iarrow LG(V) の型が  b}
と定める.このとき,  \Sigma_{\pi_{1},a}\neq\phi である必要十分条件は  a_{3}=a_{1}+a_{2} であって,そのとき
 \Sigma_{\pi_{1}} ,。の余次元が  a_{2}-2 となる.また,  \Sigma_{\pi_{2},b}\neq\phi である必要十分条件は  b_{3}=2b_{2}-b_{1}
であり,  \Sigma_{\pi_{1}} ,。の余次元が  b_{2}-2 となる.さらに,
双対性公式 :Engel 積分曲線  f :  larrow \mathscr{F}_{1,2}^{nu11} について  t_{0}\in I で  \pi_{1^{o}}f が型  a を持ち ,  \pi_{2^{o}}f
が型  b を持つとき,  (b_{1},b_{2},b_{3})=(a_{2}-a_{1},a_{2},a_{3}),  (a_{1},a_{2},a_{3})=.  (b_{2}-b_{1},b_{2},b_{3}) が成立
する.
Engel 積分曲線に対して横断性定理を証明することにより,次の結果を得る :
Theorem 6.1  C^{\infty}‐位相に関してジェネリックな Engel 積分曲線  f :I  arrow \mathscr{F}理に対して,
 \pi_{1}\circ f,  \pi_{2}\circ f の型の対と接線曲面芽の微分同相類の対は次の表で尽される :
(I)  (1, 2,  3),(1,2,3) ; カスプ縁 (cuspidal edge), カスプ縁.
(Ⅱ)  (1, 3,  4),(2,3,4) ; Mond 曲面,燕尾 (swallowtail).
(m)  (2, 3,  5),(1,3,5) ; ジエネリック折り目襲,Scherbak 曲面.
 \gamma の型が(2, 3, 5) のとき,接線曲面は折り目襲 (folded pleat) と呼ばれる.また,  \gamma





ク折り目襲 (genefic folded pleat) と呼ぶ.
7 (2,3,5)‐分布と Lagrange 錐構造の双対性,  G_{2} 幾何
射影平面の射影双対性やLegendre‐ヌル双対性と関連して,例外群  G_{2} の幾何学と
関連して導かれる (2, 3, 5)‐分布と Lagrange 錐構造の双対性および特異性について論
文[15] で分類を与えた.実際,split 8元数から作ったある種の旗多様体として6次
元多様体  Z とその上の階数2の分布  E で,増大度 (2, 3, 4, 5, 6) を持つもの,射影多
様体として5次元多様体  Y とその上の階数2の分布  D で増大度 (2, 3, 5) を持つもの,
および,Grassmann 多様体として5次元多様体X とその上の接触構造  D' とその中の
Lagrange 錐構造  C\subset TX を構成し,2重ファイブレーション
 (Y,D)arrow(Z,E)arrow(X,C)
を構成した.ここで,  D' は  C の線形包 (linear hull) として復元できるので  C のみを記
している.そして,[15] では,さらにジェネリックな  E 積分曲線からできる  Y 上の
接線曲面と Xの接線曲面の特異性の分類を行った.ここでは,その分類結果のみを
紹介しよう.
Theorem 7.1 [15] (2, 3, 5)‐分布と Lagrange 錐構造の双対性に現れる接線曲面のジェ
ネリックな特異性とそれらの双対性は
I: (カスプ縁,カスプ縁)
Ⅱ: (開 Mond 曲面,開燕尾)
 m : (ジェネリック開折り目襲,開Scherbak 曲面)
により与えられる.
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cuspidal edge I cuspidal edge
open Mond surface I I open swallowtail
open generic folded pleat I I I open Shcherbak surface
ここで,カスプ縁とは,5次元空間に埋め込まれたカスプ縁のことである.また,
開Mond 曲面 (open Mond surface) はMond 曲面の開化 ([9]) であり,  ( 1, 3, 4,  5,  *) 型の
曲線の接線曲面である.開燕尾(open swallowtail) は燕尾の開化であり,  (2, 3, 4,  5,  *)
型の曲線の接線曲面である.開折り目嚢(open folded pleats) は折り目襲の開化であり,
 (2, 3, 5,  6,  *) 型の曲線の接線曲面である.開Scherbak 曲面 (open Scherbak surface) は
Scherbak 曲面の開化であり,  (1,3,5,6,*) 型の曲線の接線曲面である.曲線の型の最
後の  * はその数に依存しないで接線曲面の微分同相類が定まることを意味している.
ただし,開折り目襲については,2つの微分同相類のうちジェネリックな方をとる.





定性について概観する.なお,関連する概念や記号については  [8][11] も参照せよ.ま
た[2] も参照せよ.
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Definition 8.1  f :  (\Gamma^{n},a)arrow(\Gamma^{m},b),\mathbb{F}=\mathbb{R} または  \mathbb{C} を滑らかな (  =C^{\infty} または正則) 写
像芽,  n\leq m とする.  f がフロンタルとは,  f に沿って定義された滑らかな  n 次元平
面場  \overline{f}(t)(\subseteq T_{f(t)}\Gamma^{m}),t\in(\Gamma^{n},a) が存在して,微分写像の像み  (T_{t}\mathbb{F}^{n})\subseteq\overline{f}(t) となると
きに言う.
 \overline{f}をフロンタル  f のLegendre 持ち上げとよぶ.
 n, T\mathbb{F}^{m})
 \downarrow\pi
 (\mathbb{R}^{n}, a)\overline{f}(\mathbb{F}^{m}, b) .
ここで,  Gr(n, TF^{m}) は  TF^{m} の  n‐平面の全体からなる Grassmann 束である.
フロンタ]  \triangleright fがはめ込みとなる Legendre 持ち上げを持つとき  f をフロントと呼ぶ.
Example 8.2すべてのはめ込みはフロンタノレであり,フロントである.実際,  \overline{f}(t)=
 f_{*}(T_{t}\mathbb{F}^{n}) とおけばよい.
 n=m のとき,任意の  fはフロンタルである.実際  \overline{f}(t)=T_{f(t)}F^{m} とおけばよい.
定値写像はフロンタルである.実際,任意のリフトをとればルジャンドルとなる.
フロンタル写像の概念は,波面(wave‐front)の概念  ([2][20])の自然な一般化である.
Lemma 8.3  f がフロンタルならば,  f のJacobi イデアル  J_{f}  (f のJacobi 行列式の
 n‐小行列式で生成されるイデアル) は単項イデアルとなる.すなわち,  J_{f} の元  \lambda が
存在して,  J_{f} は  \lambda で生成される.生成元  \lambda は陽の単元倍を除いて一意的に定まる.
さらに,  J_{f}\neq 0 ならば,逆も成立し  f はフロンタルとなる.
 \lambda をフロンタル  f のJacobian (ヤコビアン) と呼ぶ.
特異点集合  S(f) は  S(f)=\{t\in(\mathbb{F}^{n},a)|\lambda(t)=0\} で与えられる.(したがって,佐
治健太郎さんの提唱に従って,  \lambda をsing larity identffier (特異点同定関数) と呼ぶ
こともできる.)
Definition 8.4  S(f) がnowhere dense のとき,すなわち,Jacobi イデアノレ  J_{f}\neq 0 のと
き,フロンタル  f はプロパーフロンタルと呼ぶ.
フロンタル  f がプロパーである必要十分条件は,Legendre 持ち上げ  \overline{f} が一意的な
ことである.
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Definition 8.5  f :  (\Gamma^{n},a)arrow(\mathbb{F}^{m},b) をフロンタルとする.  (\mathbb{F}^{m},b) の座標系  x_{1} , ...,  x_{n},x_{n+1} , ...,  x_{m}
が  \overline{f} (あるいは f) に適合的であるとは,
  \overline{f}(a)=\langle(\frac{\partial}{\partial x_{1}})_{b} , ...,  ( \frac{\partial}{\partial x_{n}})_{b}\rangle_{\Gamma}\subseteq T_{b}\mathbb{F}
^{m}
となるときに言う.この条件は,
 \overline{f}(a)=\{v\in T_{b}\Gamma^{m}|dx_{n+1}(v)=0, ...,dx_{m^{\backslash }}
(v)=0\}
と同値である.
適合的な座標系について,  f_{i}=x_{i}of,  (1\leq i\leq m) とおく.このとき,Jacobian は
Jacobi 行列の最上部の通常の意味の Jacobian に等しい :
  \lambda=\frac{\partial(f_{1},\ldots,f_{n})}{\partial(t_{1},\ldots,t_{n})}.
Lemma 8.6  c_{ij}\in \mathscr{E},n+1\leq i\leq m,  1\leq j\leq n,  a_{ij}(a)=0 が存在して,
 df_{i}= \sum_{j=1}^{n}c_{ij}df_{j} (n+1\leq-i\leq m) ,
が成り立つ.
 f は(fl, ...,  f_{n}):  (\mathbb{F}^{n},a)arrow F^{n} の開化である ([8][9]).
 \mathscr{V}_{a} を  (\Gamma^{n},a) 上のベクトル場の芽が作る陽加群とする.
賜  :=\{\eta\in \mathscr{V}_{a}|\eta f_{i}\in J_{f}, 1\leq i\leq m\}=\{\eta\in\% 
|\eta (f*\mathscr{E}\'{o})\subset Jf\}
とおく.
Lemma 8.7  f :  (\mathbb{F}^{n},a)arrow(\Gamma^{m},b) をフロンタノレで corank 1とする.このとき,商陽  7J[」
群  \mathscr{K}_{f}/\lambda \mathscr{V}_{a} は階数1の自由揚加群である.
勝  /\lambda \mathscr{V}_{a} の生成元  \eta\in \mathscr{V}_{a} を核ベクトル場 (kernel vector field) (あるいはナルベク
 \vdashル場 (null vector field)) と呼ぶ.この概念は,[23] において最初に導入されたもの
であり,写像芽の認識問題で重要な役割を果たす.不定値計量の研究に登場する 「ナ
ルベクトル」 と紛らわしいので,ここでは,核ベクトル場と呼ぶ.
さらに,関数芽   h\in 陽に対して,  h の点  a における  \eta に関する位数を




Theorem 8.8 (燕尾特異点の認識)  f :  (\Gamma^{2},a)arrow(\Gamma^{3},b) をフロンタルで corank 1とす
る.このとき,次の3条件は互いに同値である :
(1)  f は燕尾 (swallowtaのと  \mathscr{A} 同値である.
(2)  f はフロント (つまり,  \overline{f}がはめ込み) で,  (d\lambda)(a)\neq 0,ord_{a}^{\eta}(\lambda)=2.
(3)  \lambda は正則関数  (t_{1},t_{2})arrow t_{1} と  \mathscr{K} 同値で,  ord_{a}^{\eta}(\lambda)=2,ord_{a}^{\eta}(f_{3})=4.
(1) と (2) の同値性は [23] において最初に示された.
さらに次も成り立つ.
Theorem 8.9 (開燕尾特異点の認識)  f :  (\Gamma^{2},a)arrow(\Gamma^{4},b) をフロンタルで corank 1と
する.このとき,次の3条件は互いに同値である :
(1)  f は開燕尾 (open swallowtaのと  \mathscr{A} 同値である.
(2)  f は正則関数  t_{1} と  \mathscr{K} 同値,  ord_{a}^{\eta}(\lambda)=2,  (\eta^{3}f_{i})(a)=0,  i=3,4, さらに   A\in
GL  (2,  \Gamma) が存在して,  (f_{3}',f_{4}')=(f_{3},f_{4})A とおくとき,  ord_{a}^{\eta}(f_{3}')=4,ord_{a}^{\eta}(f_{4}')=5.
(3)  f はWhitney カスプ  (t,u)arrow(t^{2}+2u,t^{3}+3tu) のヴァーサル開化,すなわち,
 f^{*}\mathscr{E}_{b}=\mathscr{R}_{f}(:=\{h\in \mathscr{E}_{a}|dh\in d(f^{*}
\mathscr{E}_{b})\}) ,
が成り立つ.
(1), (3) の同値性は,本質的に [7] に与えられている.
開化理論 (opening theory) については,[9] も参照せよ.
Definition 8.10 フロンタル  f :  (\mathbb{F}^{n},a)arrow(\mathbb{F}^{m},b) をフロンタノレとする.  f がフロンタ
ル安定とは,  f の任意の (Legendre持ち上げも含めた) フロンタル変形が  \mathscr{A} 同値で
自明化できるときに言う.
たとえば,燕尾や開燕尾は安定である.これらは corank 1であるが,corank 2の安
定フロンタルも存在する :
 E_{\mathbb{X}}ample 8 .11 (カスプの積 (product ofcusps))  f :  (\Gamma^{2},0)arrow(\Gamma^{4},0) を





すると,  f はフロンタルで corank 2であり,Legendre 持ち上げ  \overline{f}ははめ込みになる.
 f は  (t,s)\mapsto(t^{2},s^{2}) のヴァーサル開化であり,  f^{*}\mathscr{E}_{b}=\mathscr{R}_{f} を満たす.さらに,  f はフ
ロンタル安定である.
Example 8.12 (複素カスプ(complex cusp))  f :  (\Gamma^{2},0)arrow(\mathbb{F}^{4},0) を
 f(t,s) :=(x_{1},x_{2},x_{3},x_{4})=(t^{2}-s^{2},2ts,t^{3}-3ts^{2},3t^{2}s-s^{3}
) ,
により定義する.  \Gamma=\mathbb{R} の場合,  \mathbb{R}^{2}=\mathbb{C}arrow \mathbb{R}^{4}=\mathbb{C}^{2},z\mapsto(z^{2},
z^{3}) のことである.
The complex cusp
すると,  f はフロンタルで corank 2であり,Legendre 持ち上げ  \overline{f} ははめ込みにな
る.  f は  (t,s)arrow(t^{2}-s^{2},2ts) のヴァーサル開化であり,  f^{*}場  =\mathscr{R}_{f} を満たす.さらに,
 f はフロンタル安定である.
これらの特異点の認識問題や,微分幾何は興味深い問題である.




予想.フロンタル安定なフロント写像芽  f :  (\mathbb{F}^{2},a)arrow(\mathbb{F}^{4},b) は,はめ込み, カスプ
縁,開燕尾,カスプ積,複素カスプのどれかと4同値である.
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